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mehratomige Gasmolekiile wie H,, N, CO und CO,
beeinflussen die Energie der freien Elektronen und
damit die EAW in dhnlicher Weise wie H,O-Dampf
oder O,, wie orientierende Versuche gezeigt haben.

Infolge der beiden Anlagerungsmechanismen miis-
sen im Gasraum zunichst auch zwei Ionengruppen
mit unterschiedlicher Beweglichkeit entstehen. Selbst
wenn man, wie bei unserer Apparatur, aus den Os-
zillogrammen nur eine mittlere Beweglichkeit ermit-
teln kann, wire zu erwarten gewesen, daf} diese sich
aus den oben erwidhnten Griinden mit der Feldstarke
andert. Die Beweglichkeit ist aber nach den Ver-
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suchen unabhiingig von der Feldstarke. Das la3t sich
folgendermallen erkliren: Die durch Dissoziation
oder Elektronenanlagerung anfinglich entstandenen
Tonen konnen wegen der hiaufigen Zusammenstofle
mit den Gaspartikeln in Bruchteilen von Millisekun-
den leicht auf Molekiile niedrigerer Bildungsenergie
umladen. Die Beweglichkeit dieser energetisch stabi-
leren Ionen wird durch das angelegte elektrische

Feld nicht beeinfluft.

Herrn Dr. Tauvserr und Herrn Dr. Fucus danken
wir fiir die im Laboratorium fiir Massenspektrometrie
ausgefiihrten Gasanalysen.

Der Stromanstieg einer Townsend-Entladung
unter dem Einflufl der Raumladung

Von W. K6HRMANN

Institut fiir Angewandte Physik der Universitit Hamburg
(Z. Naturforschg. 19 a, 245—253 [1964] ; eingegangen am 16. Oktober 1963)

Ausgehend von den Grundgleichungen (Townsexpsche Differential-Gleichungen, Nachlieferungs-
und Poisson-Gleichung) wird ein Gleichungssystem entwickelt, aus dem die Ortskoordinate z elimi-
niert ist, und das die gesuchten Stréme J. (t) und J_ (¢) iiber die Variable ¢ miteinander in Ver-
bindung bringt. Nach Umformen dieses Gleichungssystems konnen die fiir Differentialgleichungen
iiblichen Losungsverfahren benutzt werden. Gegeniiber einer friitheren Ausrechnung des Verfassers !
kann das Verfahren fiir eine Vielzahl von Anfangsbedingungen (Lichtblitz, konstante Einstrahlung,
schwache Einstrahlung, statischer Durchbruch, Uber- oder Unterspannung) benutzt werden. Die
Behandlung von Beispielen gibt eine Ubersicht iiber die diversen Moglichkeiten und zeigt die
Brauchbarkeit des Verfahrens. Interessant ist der Ubergang von Stromanstiegen mit unterschied-
lichen Anfangsbedingungen in einen einheitlichen Verlauf (asymptotische Form) ; dieser Ubergang
ist theoretisch zu erwarten und wird durch Experimente belegt.

Bei experimentellen Untersuchungen des zeitlichen
Stromanstiegs einer Townsenp-Entladung?™® war
festgestellt worden, dal} sich mit Erreichen einer ge-
wissen Stromstdarke ein charakteristischer Anstieg
einstellt. Dabei zeigen sich zunéchst nur geringe
Abweichungen vom normalen Verlauf; mit wachsen-
der Stromstirke wird dann der Anstieg zunehmend
steiler. Als Ursache fiir diesen charakteristischen
Anstieg ergab sich das durch Raumladung der posi-
tiven Ionen verzerrte Feld, in dem die Elektronen-
lawinen eine erhohte Gasverstarkung erlangen. Eines
dieser experimentellen Beispiele* war schon frither
theoretisch behandelt worden, indem aus den Grund-
gleichungen (Townsenpsche Differentialgleichungen,
Poisson-Gleichung) eine Differentialgleichung fir

! W. Kourvaxy, Z. Angew. Phys. 11, 414 [1959].
2 H. W. Baxper, Phys. Rev. 95,1117 [1954].
3 R. Kruckow, Z. Phys. 148, 564 [1957].

1 H. Mirrke, Z. Angew. Phys. 11, 409 [1959].

den Stromanstieg aufgestellt wurde!. In der Zwi-
schenzeit wurden in ¢ ebenfalls gemessene Strom-
anstiege unter Berlicksichtigung der Raumladung
theoretisch behandelt. In 7 wurde die Ionenabwan-
derung bei der Berechnung des Stromanstieges be-
riicksichtigt; dies ermoglichte eine durchgehende
Beschreibung des Stromanstieges vom Start der aus-
losenden Elektronen bis zum steilen, zum Durch-
bruch fithrenden Anstieg.

In der vorliegenden Arbeit wird ein allgemeines
Gleichungssystem fiir den Stromanstieg hergeleitet;
es ldft sich fir eine Vielzahl von Entladungsbedin-
gungen benutzen, wie die hier angefiihrten Beispiele
zeigen.

* H. Hocer, Dielectrics 1, 94 [1963].
5 J. Prave, Z. Angew. Phys. 16, 15 [1963].
“ H. Scurvmsony, Dissertation, Hamburg 1961.
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1. Gleichungen fiir den Stromanstieg

Die Herleitung der Grundgleichungen wird unter
Anwendung von folgenden Vereinfachungen vorge-
nommen:

1. In dem homogenen Feld einer Plattenfunken-
strecke sind Trigerstrom bzw. Tréagerdichte in radia-
ler Richtung gleichméfig tiber die Entladungsstrecke
verteilt. Somit tritt nur z als Ortskoordinate auf.

2. Die an die Entladungsstrecke gelegte Spannung
bleibt zeitlich konstant; demnach muf} der Span-
nungsabfall am &dufleren Widerstand vernachlassig-
bar klein sein.

3. Bei Beschriankung auf kleine E/p-Werte (gro-
Bes pd) kann fiir o/p der Ausdruck

a/p=A(E[p—B)*

benutzt werden. Die Feldstirke-Anderungen (her-
vorgerufen durch die Raumladung der positiven
Ionen) sollen gering sein; unter diesen Umstdnden
werden die Driftgeschwindigkeiten v_ der Elektro-
nen und v, der Ionen als konstant angenommen. —
Als Extremfall (etwa bei dem in Abschnitt 5 disku-

tierten 7,,,,) konnen folgende Werte auftreten:
E(0)/E(d) =~1,15,  a(0)/a(d) ~3.

4. Die zeitliche Anderung von a in einem Inter-
vall der Lange T _ soll gering sein.

W.KOHRMANN
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5. Als Nachlieferungsmechanismus nehmen wir
ausschlieBlich Photoeffekt an der Kathode an, ent-
sprechend den experimentellen Beispielen. Dabei
wird der Koeffizient y,;, =0/a als konstant angesetzt.

Auf der Basis dieser Vereinfachungen wird im An-
hang 1 aus den Grundgleichungen (Townsexpsche
Differentialgleichungen, = Nachlieferungsgleichung)
das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) her-
geleitet. Es bringt die im Aullenkreis flielenden
Stromanteile (Stromdichten) der Elektronen J_(¢)
und der lonen /. (¢) in Zusammenhang mit dem
die Kathode verlassenden Elektronenstrom j_ (0, ).
Eine anschauliche Deutung der Gln. (1), (2), (3)
erhédlt man durch folgendes Modell: Alle Ionen.
Elektronen und Photonen werden an der Stelle
r=d—a, ! erzeugt. Die Laufzeit der Elektronen-
lawinen bis zu diesem Punkt ist (bei unverzogerter
Lawinenentwicklung) Tp, =7 _{1 — (ayd) "'} . Die
Gl. (1) beschreibt die zeitliche Entwicklung von
j_(0.t); dabei ist jp(¢) der durch Fremdeinstrah-
lung an der Kathode ausgeloste Fremdstrom. In der
Gl. (2) wird der Elektronenstrom /_ () dargestellt,
bei Vernachlassigung der Laufzeit der Elektronen
vom Erzeugungsort bis zur Anode. Die Gl. (3) be-
schreibt die zeitliche Entwicklung des Ionenstromes
J.(2); sie wird gewonnen aus der lIonenbewegung
(mit der Geschwindigkeit v,) von der Stelle
x=d—ay," ! bis zur Kathode, wofir die Zeit
T;=T.{1— (ayd) '} benotigt wird.

d
j-(0,2) = jp(t) +ppnj- (0,6 —Tpn) exp [ [a(x,t =Tpn) dv—agd], ppn=yplexpagd—1], (1)
0

d
Jo(0) = 2Pl (0,1 Tpn) exp[ [ a(z,t—Tpn) dz—aod], (2)
0

ag d

dt Ts

d
dJ. () _ expagd [ 1-(0,8—Tn) exp[ [ a(z,t—Tpy) dz— 2 d]
0

In den Gln. (1), (2) und (3) ist / 2(z, t) dz

die unter dem Einflufl der Raumladung modifizierte

d
—j-(0,t=T;—Ty) exp[/a(x,t—Ti—Tph) dx—aod]} . (3)
0
Ausdrucks fiir a/p erhilt [K, siehe Gl. (3.1)]:
d
/a(x,t) dz—agd= K3 J% (1) . (4)
0

Gasverstirkung; wir iibernehmen hier den schon
in ! benutzten Zusammenhang (4) mit J, (¢) (siehe
auch 8), den man aus der Anwendung der Poissox-
Gleichung und des oben angegebenen analytischen

5 A.v. Excer u. M. SteexBeck, Elektrische Gasentladungen,
Springer-Verlag, Berlin 1934.

Da die Ausrechnung mit den Funktionalgleichun-
gen (1), (2) und (3) einige Schwierigkeiten be-
reitet, wollen wir im folgenden eine Umformung
auf Differentialgleichungen vornehmen. Aus Griin-
den der Stetigkeit setzen wir voraus, dal} jp(z) nur
bei t=0 eine O-Funktion enthalten moge; daher
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schreiben wir: jp(¢) =qd(2) +jr*(¢). Durch Ein-
setzen von (2) in (1) und Benutzung von (4) ent-
steht zunéchst (x=1In uyy) :

J_(t+Tpw) =J_(2) exp {x+ K% J% (1)} (5)
+ i () P “;d exp{K% J% (1) } .

Durch lineare Entwicklung des Gliedes J_ (z+ Tpy)
und der rechts bei /_ (¢) stehenden Exponentialfunk-
tion erhilt man die Gl. (6). Der bei jp*(¢) stehende
Faktor exp {K%J% ()} darf gleich 1 gesetzt wer-
den, da der Term jp*(¢) nur im Anfangsstadium
eine Rolle spielt, in dem sich noch keine nennens-
werte Raumladung gebildet hat. — Die Gl. (7) ent-
steht durch Einfiihrung von (2) in (3).

RECH FIROICES cRLAONEY J0E. kL3
(6)

dJ ; (¢) od
dtt =°‘T+,{1_(t)—1_(t—Ti)}, (7)

I (Tp)= 2202

2l g, 1.(Tm)=0.  (8)

Die Anfangsbedingung (8) fiir J, (¢) erhalt man
aus dem oben geschilderten Modell, das die Ionen-
erzeugung bei t=Tp), einsetzen ldt. Die Anfangs-
bedingung fiir /_(¢) gewinnt man aus der Forde-
rung, dall j_(0,¢) fir t— 0 in den raumladungs-

freien Verlauf [siehe Gl. (2.2)] tbergeht.

Wir haben damit ein System von Differential-
gleichungen fiir die beiden interessierenden Funk-
tionen J_ (¢) und /. (¢) gewonnen. Eine Abweichung
von der iiblichen Form einer Differentialgleichung
entsteht durch den retardierten Term J_ (¢—T;) in
Gl. (7). — Mit (6) und (7) werden die in Ab-
schnitt 3 gebrachten theoretischen Kurven unter Be-
nutzung des im Anhang 3 beschriebenen Verfahrens
berechnet. Bei bestimmten Voraussetzungen ergeben
sich einfache Losungen, wie im folgenden Abschnitt
2 gezeigt wird.

2. Asymptotische Losungen

Es soll gezeigt werden, daf} alle zum Durchbruch
fiihrenden Stromanstiege mit wachsender Strom-
stirke in einen einheitlichen Verlauf iibergehen.
Dieser Verlauf ist unabhéngig von speziellen Be-
dingungen wie Einstrahlung und Uberspannung.

Wir gehen aus von dem Gleichungssystem (6),
(7) und setzen zuniichst x = 0 voraus. Es zeigt sich,
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dafl im Laufe der Entladungsentwicklung der Elek-
tronenstrom J_(¢) so grofl wird, daf} die Unglei-
chung

I_(@)>7_(t-T) (9)
erfillt ist. Dadurch entsteht aus Gl. (7) :

W) _ (udfT. ) T_ (8-

de (10)

Sieht man von einem extrem ungiinstigen Verlauf
von jg*(¢) ab, so darf zu diesem Zeitpunkt der Term
mit jg*(¢) in Gl. (6) vernachlassigt werden. Dann
entsteht durch Einfilhrung von (10) in (6) die
Differentialgleichung 2. Ordnung fiir /. (¢):

1.0 _ g dJ(;t(t) {x+K2J2 (1))} .

de? (11)

In normierter Schreibung (vgl. Anhang 3) lautet sie
J() =g {x+y2 (1)} . (12)

Durch Integration iiber 7 gewinnt man aus (12)
eine Differentialgleichung 1. Ordnung:

y(@) —{xy () + 1y*(®)}
=y(r) —{zy(r) +3y*(r)}=a.  (13)

Wie nun die Gl. (13) unmittelbar zeigt, tritt mit
wachsendem y an einer Stelle t=1, der Fall ein,
daB die Glieder ¥(7,) bzw. {xy(ts) + 5 %%(1s) }
grof} sind gegen a. Wir konnen demnach fir 7>1,
die linke Seite von (13) gleich Null setzen. Die vor-
stehend geschilderte Entwicklung tritt fiir » =0
immer ein; fiir # <0 ist es in gewissen Fallen mog-
lich, daf die dafiir erforderlichen Bedingungen er-
fullt sind. Dann gelten die folgenden Betrachtungen
sinngemif}. — Die Losungen der Gl. (13) (linke Seite
gleich Null gesetzt) mit der Anfangsbedingung
y(7,) =b sind:

y=b(3%)"{(3%x+b?) exp[2x(v,—7)] — b2}
=(3 x)’l’ {exp[ZM(Tw—T)] —1}_1/’, (»=0), (14)

y=b{l1—-3b%(z—1) }
= ()" =7} (2=0). (15)

Die linke Seite der Gln. (14) und (15) zeigt un-
mittelbar, daf} y(7) fir einen gewissen Wert 7.,
singuldr wird. Auf der rechten Seite sind die Glei-
chungen dann auf 7, —7 als Argument umgeschrie-
ben.

Weiter soll das Verhalten der durch (14) gege-
benen Funktionen fiir wachsendes y diskutiert wer-
den. Die analytische Entwicklung der Exponential-
funktion in (14) zeigt, daB bei 7, —7—0 (d.h.
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fir y — ~) sich alle Funktionen mit % + 0 asym-
ptotisch der durch (15) gegebenen Funktion (x=0)
nihern. Dieses Verhalten ldfit sich auch an Hand
der Differentialgleichung (12) erkldren: der Faktor
#z+y? zeigt daB mit wachsendem y der Einflufl
von x auf den Funktionsverlauf geringer wird.

In den vorangehenden Gleichungen wurde jeweils
nur der lonenanteil des Stromes betrachtet. Den
Elektronenanteil gewinnt man aus

Ya(r) =z.(v) =K_J_(8);

es ist verstiindlich, dal der Differentialquotient¥ ,()
das gleiche asymptotische Verhalten wie ¥,(7) hat.
Somit gelten diese Betrachtungen nicht nur fiir den
Tonenanteil, sondern auch fiir den Elektronenanteil
und damit fiir den Gesamtstrom.

Es ist nun interessant, dieses asymptotische Ver-
halten an einem experimentellen Beispiel zu studie-
ren. Bei kontinuierlicher UV-Bestrahlung der Ka-
thode wurde eine Schar von Stromanstiegen gemes-
sen 2, wobei die Uberspannung (d.h. »=In u)
als Parameter variiert wurde. Gegeniiber der Origi-
nal-Auftragung. bei der als Nullpunkt der Zeitachse
das Anlegen der Spannung gewiahlt wurde, sind in
Abb. 1 die Einzelkurven in zeitlicher Richtung ver-
schoben worden. Es entsteht dadurch eine Schar von
sich niahernden Kurven. die bei groflen Stromstiarken
zusammenlaufen. In Abb. 1 ist aullerdem der berech-
nete Stromverlauf in der asymptotischen Form

I(t) =F{K 'y, (v) + K ' z,(7) } , (16)
?/a(T) = (%)l/2 {Too - T}_l/g s Zn('() = (%)llﬂ {Tao -‘1}*%‘ ’

(F = Querschnitt der Entladung), gestrichelt einge-
zeichnet; diese Kurve verlauft in der letzten Phase
mit den gemessenen Stromverldufen zusammen.

Eine weitere Anwendung der asymptotischen Lo-
sung zur Beschreibung des Stromanstieges findet
sich in ; dort wird gezeigt, daf} die anfanglich sta-
tistisch schwankenden Stromanstiege unter dem Ein-
flul der Raumladung in einen einheitlichen Verlauf
tibergehen.

3. Experimentelle Beispiele
a) Messungen mit O-formiger Einstrahlung

Als Beispiel betrachten wir einen in Wasserstoff
gemessenen Stromanstieg?. Im Gegensatz zu dem
in 7 behandelten Beispiel mit u,,~1 ist hier u,,

9 R. Kruckow, Z. Phys. 161, 353 [1961].
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Abb. 1. Experimenteller Nachweis des asymptotischen Verhal-

tens. Messungen in trockener Luft 2 (Abb. 2), Daten der Mes-

sung siehe Abb. 4. Durch Verschieben der Zeitskala wurden

die Mefikurven ( ) im letzten Abschnitt zur Deckung

gebracht. — — — Berechneter Strom in der asymptotischen
Form gemal} Gl. (16).

wesentlich von 1 verschieden. — Die Berechnung
des Stromanstieges fiir diese Bedingungen ist ein
interessantes Beispiel fiir das Wirken der Raum-
ladung. An den in Abb. 2 zusammengestellten Kur-
ven lafit sich das Zusammenspiel von J, (¢) und
J_(t) gemall den Gln. (6) und (7) studieren. So
fallt zundchst der Elektronenstrom J_(¢) (wegen
#<0) und entsprechend hat /. (¢) einen gekriimm-
ten Verlauf mit negativem 2. Differentialquotienten.
Bei t =T; macht sich die einsetzende Ionenabwande-
rung als Knick bemerkbar. Um den Stromanstieg
zum Durchschlag zu fithren. mul} der Faktor

In e + K2 J2 (1) =%+ 42(7) (17)

in Gl. (6) positiv werden (siehe auch rechte Skala
in Abb. 2). Dies tritt bei den Kurven a und b ein.
nicht dagegen bei der Kurve ¢, die daher nicht zum
Durchschlag fithrt. — Auf die Bedeutung des Fak-
tors (17) fiir das Zustandekommen des Durchschlags
wurde schon in ? hingewiesen.

Setzt man die Anteile 7/, (¢) und /_(z) zum Ge-
samtstrom zusammen, so ergibt sich ein relativ glat-
ter Verlauf, der nicht mehr die eben geschilderten
Details erkennen lafit. Die Kurven a und b in Abb. 3
geben qualitativ den gemessenen Verlauf wieder
(vgl. Abb.9 bis 12 in ?). Auf einen direkten Ver-
gleich von gemessenem und berechnetem Stromver-
lauf wird verzichtet wegen der Schwierigkeit in der
Wahl der richtigen Parameter N und x. AuBlerdem
wird in diesem Falle mit yy,x~1 der allgemeine
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Abb. 2 (oben) und 3 (unten). Berechneter Strom im Wasser-
stoff (p=330 Torr, d=2,5 cm, ¥x=—0,2). Auslosung der
Primirelektronen durch Lichtblitz: jp (£) =N ge 6(t),

a: N=6,5-105 b: N=5,8-105% c¢: N=5,5-105.
Giltigkeitsbereich unserer Losungen uberschritten,
so dal} die in Abb.3 gezeigten Kurven in ihrem

letzten Stiick nur qualitativen Charakter haben.

b) Messungen mit konstanter Einstrahlung

Wir betrachten einen in trockener Luft gemesse-
nen Stromanstieg?. An der Kathode wurden durch
Bestrahlen mit einer UV-Lichtquelle n, Elektronen
pro sec ausgelost; demnach ist jp (¢) = jo = (ngy g.) /F.
Der Zeitnullpunkt in den Oszillogrammen ist durch
das Anschalten der Spannung gegeben. Es wurden
Stromanstiege mit verschiedener Uberspannung in
der Nahe der statischen Durchbruchspannung auf-
genommen (vgl. Abb.1). Als Beispiel betrachten
wir den nach 35 usec zum Durchbruch fithrenden
Stromanstieg. In der halblogarithmischen Auftra-
gung (Abb. 4) steigt der gemessene Strom bis etwa
T, steil an und geht dann in einen flachen Teil
iiber; daraus entwickelt sich dann der immer steiler
werdende, zum Durchbruch fithrende Anstieg des
Stromes.

Bei der folgenden Auswertung wird ein gegen-
iber Ty=T_{1— (ayd) "1} vergriBerter Genera-
tionsabstand benutzt. Dies war erforderlich, da fri-
here Untersuchungen in trockener Luft % 10 eine ver-
zogerte Lawinenentwicklung gezeigt hatten. Der
hier benutzte Wert Tpn=1,5-10"7sec folgt aus
Aufbauzeit-Messungen 1.

10 1.. Frommuorp, Z. Phys. 160, 554 [1960].
1 W. Kéurmany, Z. Angew. Phys. 7, 187 [1955] ; Ann. Phys.,
Lpz. 18, 379 [1956].
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Zunichst wird der Stromverlauf 7., /_ und
I, +1_ ohne Beriicksichtizung von Raumladungs-
wirkung gemiB den in Anhang 2 gegebenen For-
meln berechnet. Dabei setzen wir x = In ), = 0,009,
womit sich die giinstigste Anpassung an den an-
fanglichen (raumladungsfreien) Verlauf der MeB-
kurve ergibt. Sodann wird eine vollstindige Berech-
nung des Stromverlaufes mittels der Gln. (6) und
(7) nach dem in Anhang 3 geschilderten numeri-
schen Verfahren ausgefiihrt. Die Ergebnisse dieser
Rechnung sind in Abb.4 aufgetragen und werden
dort mit dem experimentellen Verlauf verglichen.
Die gute Ubereinstimmung zwischen Messung und
Rechnung zeigt, daf} als Sekundareffekt allein photo-
elektrische Auslosung an der Kathode in Frage
kommt und nicht anteilige Nachlieferung mit y .-
Effekt, wie dies von anderer Seite zur Erklarung des
Stromanstiegs angenommen wurde 2.

sy [amp o
C”f 03
I T
I z
107
1072
Hiom4
1078
107
=10
I.+1
107
0

Abb. 4. Stromanstieg in trockener Luft? (p=724 Torr, d=
1em, U= 28,6 kV, ny=60 Elektronen/usec, Ti=15 usec),
M= Mef@kurve, berechneter Stromverlauf
[CEEEE ohne Raumladung).

¢) Messungen mit schwacher Einstrahlung

Bei diesen Untersuchungen 373 wird bei der sta-
tischen Durchbruchspannung (u,,=1) die Kathode
der Entladungsstrecke mit einer stark reduzierten
UV-Lichtquelle bestrahlt, so daf} nur einzelne Photo-
elektronen mit groflem zeitlichen Abstand (1072 bis

12 Y. Mrvosur, Phys. Rev. 117, 355 [1960]. — A.L. Warp,
Proc. V. Intern. Conf. Ionization Phenomena in Gases,
Miinchen 1961, Vol. I1, p. 1595.
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1 sec) ausgelost werden. Der Durchschlag wird durch
eine (unendlich lange) Lawinenkette erzeugt, die in
der k-ten Generation 2 k —1 Elektronenlawinen ent-
hilt 3. Demnach konnen wir die Ausrechnung mit-
tels der Gln. (6) und (7) vornehmen, indem wir
setzen:

jr(@) =jo=2ge/(Ton F) .

In den meisten Fillen ist jedoch eine einfachere
Berechnung méglich. So wurde in ! der Strom-
anstieg bei Vernachldssigung der Ionenabwanderung
[d.h. des Termes J_(¢t—T;) in Gl. (7)] berechnet.
In ® wurde gezeigt, dal die asymptotische Losung
(16) zur Auswertung von Stromanstiegen, ausgelost
durch schwache Einstrahlung, brauchbar ist.

4. Die Berechnung der Aufbauzeit beim
Townsend-Aufbau

Die Messung der Aufbauzeit geschieht in der
Weise, dall an die Entladungsstrecke ein Spannungs-
impuls gelegt wird und mit einem Oszillographen
die Zeitspanne vom Anlegen der Spannung bis zum
Zusammenbruch gemessen wird (vgl. ' ). Fir
die Analyse der Messungen ist eine Berechnung der
Aufbauzeit erforderlich. Diese ldf3t sich in der Weise
durchfiihren, da} der Stromanstieg vom Einschalten
der Spannung iiber den raumladungsfreien bzw.
raumladungsbeeinfluliten Bereich des Anstiegs bis
zur Spannungsabsenkung ausgerechnet wird. Bei den
folgenden Betrachtungen beschrénken wir uns auf
Nachlieferung durch yp,-Effekt.

Zunichst betrachten wir den Stromverlauf im
raumladungsfreien Teil des Anstiegs. Die hierfiir
im Anhang 2 angegebenen Formeln werden dadurch
vereinfacht, daB mit Uberspannung (»x>0) gearbei-
tet wird. Dadurch entfallen (von extrem kleinen
Uberspannungen abgesehen) in den Gln. (2.5) bzw.
(2.7) fir J, (¢) alle Glieder mit Ausnahme des Ex-
ponentialtermes. Wir haben nun mit Gl. (14) schon
einen Stromverlauf y(r) =K, /. (t) beschrieben,
der im raumladungsfreien Teil exponentiell ansteigt:

¥(r) = (Bx)"exp{x(t—1.)}. (18)
Wir konnen daher die Gl. (14) benutzen, um den
Stromverlauf im Raumladungsbereich zu beschrei-
ben. In Abb. 5 ist ein Beispiel fiir die Entwicklung
des Stromes vom Einschalten der Spannung bis zum
Zusammenbruch dargestellt. Die Entladung wird zur

13 W. LrcLEr, Z. Phys. 140, 221 [1955].
14 H.Deune, W. Kéarmany u. H. LensE, Dielectrics 1,129 [1963].
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Zeit t =0 durch 10? an der Kathode ausgeloste Elek-
tronen gestartet. Der grofite Teil des Stromanstieges
lauft ohne Raumladungseinflufl ab. Nur im letzten
Abschnitt wird die Raumladung wirksam; dieser
Teil des Stromverlaufes ist mit gedehntem Zeitmal-
stab aufgezeichnet.
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Abb. 5. Zur Berechnung von Aufbauzeiten. Berechneter Strom-

und Spannungsverlauf in Wasserstoff (p=500 Torr, d=2 cm,

Up=19,8 kV), AU/Up=0,2%, x=In upn=0,105. Ersatz-

schaltbild fiir den dufleren Stromkreis der Entladungsstrecke:
R=485 0, C=28 pF.

Aus dem Verlauf des Gesamtstromes J, (¢) +J_(¢)
ergibt sich der Spannungsverlauf an der Entladungs-
strecke C, wenn man das angegebene Ersatzschaltbild
zugrunde legt. Umgekehrt bleibt der Einfluf} der
Spannungsabsenkung auf den Stromverlauf unbe-
riicksichtigt. Grundsitzlich wird dabei der Giiltig-
keitsbereich unserer analytischen Losung y =K, /.
tiberschritten, so dafl der angegebene Stromverlauf
im letzten Abschnitt nur qualitativen Charakter hat.
Vergleicht man jedoch die Zeitabschnitte fiir den
raumladungsfreien und den raumladungsbedingten
Teil des Anstiegs, so sieht man, dal} ein Fehler im
letzten Teil des Anstiegs fiir die Lange der Aufbau-
zeit ohne Bedeutung ist. — Eine genaue Ausrech-
nung, die unbeschrankt bis zu hcheren Stromstarken
gultig ist, und bei der die Spannungsabsenkung be-
riicksichtigt wird, findet sich in einer folgenden Ver-
offentlichung des Autors 1% (siehe auch Abschnitt 5).

Als Endpunkt der Aufbauzeit Ty setzen wir das
durch Gl. (14) definierte 7o an, das sich kaum von

15 W. Kourmany, Z. Naturforschg. 19a, [1964], im Druck.



STROMANSTIEG EINER TOWNSEND-ENTLADUNG

dem Zeitpunkt unterscheidet, an dem die erste merk-
liche Spannungsabsenkung zu beobachten ist. Aus
Gl. (18) ergibt sich (vgl. auch Abb.8 in 14):

Y (t) = (32) ™.

Somit braucht nur der Verlauf von 7 (1) =K, ]~+ (2)
(Anteil der positiven Ionen) ohne Beriicksichtigung
der Raumladung berechnet werden. Unter Verwen-
dung von

]~+ (Ty) =(3 x)'/*K‘:1: (3 %)1/, (A pd)—‘/: & D

12 T, (19)

ergibt sich dann die Aufbauzeit T, . Bisher wurde
bei der Berechnung der Aufbauzeit allein der raum-
ladungsfreie Stromanstieg beriicksichtigt; durch Ver-
gleich mit experimentellen Aufbauzeiten konnte eine
kritische Stromdichte bestimmt werden 6. In Gegen-
satz zu diesem empirischen Kriterium basiert die
hier abgeleitete Formel (19) auf einer expliziten
Ausrechnung des Stromes im Raumladungsbereich.

5. Giiltigkeitsbereich

Eine Abschitzung der maximalen Stromdichte, bis
zu der das hier gebrachte Verfahren benutzt werden
darf, liele sich mit Hilfe einer kritischen Betrach-
tung des Rechnungsganges durchfithren. Es wiren
insbesondere die Ndherungen zu diskutieren, die bei
der Herleitung der Gln. (1), (2) und (3) gemacht
wurden 17, Die Abschatzung der maximalen Strom-
dichte wird hier jedoch in anderer Weise vorgenom-
men. Ein mit den GIn. (6) und (7) berechneter
Stromverlauf (Methode A) wird mit der Ausrech-
nung nach einer exakten Methode (N) verglichen.
Bei dieser Methode werden fiir eine Folge von Zeit-
punkten ¢z, die Stromdichten j_ (,t,) und j, (z,t,)
mit Hilfe der Towxsenpschen Differentialgleichun-
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gen sukzessive berechnet. Dafiir werden die Koeffi-
zienten o(z,t,), v_(2,t,) und v. (z,¢,) bendtigt,
die Funktionen von E(z,t,) sind. Die Feldstarke
E(x,t,) wird fir jeden Zeitpunkt ¢, mittels der
Porsson-Gleichung bestimmt 15,

Die exakte Ausrechnung wird fir das in Abb. 4
dargestellte Beispiel vorgenommen. Der Vergleich
zeigt folgendes: Der lonenstrom /. (¢) hat nach
beiden Verfahren praktisch den gleichen Verlauf;
beim Elektronenstrom J_ (z) ist der nach A berech-
nete Verlauf /4 merklich kleiner als der nach N be-
rechnete Strom J~. Die Ursache hierfiir ist in der
unginstigen Niherung zu suchen, die im Anhang 1
[GL. (2)] fiir den Elektronenstrom hergeleitet wurde.
Folgende Angaben mogen diese Abweichung charak-
terisieren:

d
y=K.J. [adi—agd=y? IS A
0
0,2 0,04 1,06
0.4 0.16 1.3
0,7 0,49 1,5

’

Das an diesem speziellen Beispiel gewonnene Er-
gebnis darf ohne weiteres verallgemeinert werden,
da nach Abschnitt 2 alle Stromanstiege mit unter-
schiedlichem Anfangsverlauf bei groflen Stromstar-
ken in einen einheitlichen Verlauf iibergehen. Der
Grad der Abweichung /¥ //A ist offenbar durch die

Feldverzerrung bestimmt. Als Maf} hierfiir konnen
d

wir y=K, J, bzw. / adr —ayd benutzen. Lalt
0

man fiir den Gesamtstrom J, + J_ einen Fehler von
20% zu, so ergeben sich fiir die hier behandelten
Beispiele folgende maximalen y-Werte 18:

Abb.

Ymax
1 und 4 0,55
2, 3 und 5 0,65

Anhang 1:

Herleitung der Funktionalgleichungen
Folgende Losungsansitze befriedigen die Towxssenpschen Differentialgleichungen und die zugehdrigen Rand-

bedingungen (v_, v, =const):

z
jo(zt)=j_(0,t—x/v_) expfa(x',t— I_rz)dr',
0

16 R. Scuapg, Z. Phys. 104, 487 [1937]. — G. A. Kacnickas u.
L. H. Fiscuer, Phys. Rev. 88, 878 [1952]. — J. Durrox,
S. C. Havypox, F. L. Joxes u. P. M. Davipsox, Brit. J. Appl.
Phys. 4,170 [1953].

17 Der beim Ubergang von der Funktionalgleichung (5) zur
Gl. (6) zu erwartende Fehler (durch Abrechen der Reihen-
entwicklung) ist nicht vorhanden; es l1aBt sich namlich zei-

(1.1)

W

gen, dal} sich die Restglieder der Reihenentwicklungen
genau aufheben.

18 Bei einem in Argon gemessenen Stromanstieg (M. Mexgs,
Phys. Rev. 116, 481 [1959]) tritt (wegen hoher Uberspan-
nung) eine Abweichung vom exponentiellen Anstieg erst
bei relativ hohen y-Werten auf. Aus diesem Grund kann
die hier entwickelte Methode nicht benutzt werden, um den
Stromanstieg theoretisch zu behandeln.
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). \ (L

d
. . ’ ¥ —z ’ ¥ —zx ,
,+(x,t):f]_ (I,z— - )alai— =% ar'. (1.2)
Wir betrachten zunéchst die Nachlieferungsgleichung
d d
J_(0,8) =jp(t) + /]_ (z.t) O(z. t) de =jr (t) +yph f j_ (. t) a(x, t) do. (1.3)
0 0

Durch Einsetzen von (1.1) entsteht

d
j— (O, t) :ib‘(t) -+ Vph j_ (0, t_Tph) { exp f a(xs t_Tph) dr—1 l|
0

d

=jy(t) +upn j_ (0, t—Tpn) exp { [ 2(x, t—Tpn) dz—ay d}' (1)
0

dfx/lu exp{i a(z’, t) da’}a(z, t) da
mit Tph="—F—3"—— ~dfv_{1—(apd)~1}. (1.4)
Of exp{[a(z’,t) dz’}a(z, t) dx
0

Bei der Umformung von (1.3) wird angenommen, daf} sich j_(0,¢) in einem Intervall der grolenordnungsmaBi-
gen Linge T _/a,d linear verhilt und daB die zeitliche Anderung von a(x.t) gering ist (siehe Voraussetzung 4).
Alle a(x, t)-Werte werden auf den Zeitpunkt t—Tpn bezogen; auf diese Weise wird beriicksichtigt, daf} die Gas-
verstairkung der zur Zeit t—Tpn gestarteten Lawinen hauptsdchlich durch das an der Kathode erhshte Feld
bestimmt ist. Fiir Tpp entsteht in Gl. (1.4) zunichst ein Ausdruck, der a(x, t) enthilt; fiir die hier vorliegenden
Feldverhiltnisse darf mit dem (zeitlich konstanten) Niherungswert gerechnet werden. Der Ubergang zur 2. Zeile
von (1) ist mit geringen Vernachldssigungen verbunden.

Eine Beziehung zwischen J, (¢) und j_(0,¢) gewinnt man aus der 2. Tow~sexpschen Differentialgleichung durch
Integration iiber z:

d
d];t(t) _ T1+ { / io @) ax,t) dz —j, (0, t)}
0

d

7_(0,¢—Tpn) exp{fa(:t,t—Tph) dr—aod} (3)
0

expagd |
s |

d
—j (O, t—Ti—Tyn) exp | [ a(e.t—Ti—Typ) de—a,d) }
0

Die Umformung in dem linken Term der 1. Zeile erfolgt analog zur Umformung bei Gl. (1). Der Term
7. (0,¢) wird gemdll Gl. (1.2) umgeschrieben; er ist mit dem linken Term nur vergleichbar, falls sich j_ (0, ¢) in
dem Zeitraum t—T _ . t wenig geidndert hat. Fiir diesen Fall darf j_ (0, ¢) als zeitlineare Funktion angesetzt wer-
den; die Integration iiber x liefert dann den angegebenen Ausdruck.

Fiir die Darstellung des Elektronenstromes schreiben wir

x

d
J (@)=d ' [j (0,t—z/v_) exp | [a(a/,t—Tpn) da'| do
0 0

d
= (agd) 71j_ (O,t—Tph){ eXp{fa(x,t~Tph) dxll _1} @)
0
exp oy d d
- ,50; i 10.0—Tpn) exp| [a(z,t—Tpn) dz—aed}.

0

Die Integration in der 1. Zeile 1dBt sich erst nach Einfiigen des Faktors oy, ! a(x,t—Tp,) im Integranden
durchfiihren. Dieser Faktor kann bei starker Raumladungs-Verzerrung erheblich von 1 abweichen; daher ist (2)
eine relativ schlechte Niherung. Beim Einfiigen von (2) in (3) [vgl. (7)] spielt die Giite der Naherung jedoch
keine Rolle. Hier wird nur die abkiirzende Schreibweise (2) fiir einen Ausdruck benutzt, der in Gl. (3) auftritt.
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Anhang 2:

Gleichungen fiir den Stromanstieg bei
Vernachlidssigung der Raumladung

Ausgangspunkt ist die Funktionalgleichung (1) mit
d
f adr=ayd:
0

@ () =jp(t) + toh @ (¢t —Tpn) - (2.1)
Fiir jp(t) =qd(t) ist (v=t/Tpn)
@) =qTphexpxt (2:2)
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eine Losung der Gl. (2.1) mit Ausnahme des Zeitinter-
valls 0 <7 <<1. Die Losung (2.2) ist im wesentlichen
identisch mit der ,,asymptotischen Losung®, die sich bei
der exakten Ausrechnung des Stromanstiegs ! ergeben
hat. Insbesondere folgt aus (2.2) ein exponentieller An-
stieg mit der Zeitkonstanten

A=Tph =T {1— (agd) )" In pipn .

Fiir jp(t) =j, (¢>>0) erhalten wir als Lésung von
(2.1) (ein Koeffizient {upn—1}711n upn wird nihe-
rungsweise durch 1 ersetzt) :

@ (1) =jor Hexpxr—1}. (2.3)

Unter Benutzung von (6), (7) und (8) werden folgende Ausdriicke fiir J~, (¢) und Jt (¢) berechnet:

0 x=0
jp(t)=q0(t) =
-=| Hiexpx(z—1) H, (2.4)
(r<ti+1) - H, Y exp »x(z—1)—1} Hy{r—1} @2.5)
(r =>1i+1) *7 | Hyx Y{1—cxp(—xr7i)}expx(r—1) H, ti :
jr () =jo (¢>0) &
J-= Hyx Yexpx(r—1)—1} Hy{z—1} (2.6)
(r<7i+1) - Hyx= Yz texpxz(r—1) —1] — (t—1)} Hy#{r—1)* @.7)
(r =2 7i+1) T Hyx 'Yk '[1—exp(—x7i)] expx(t—1) —7i} Hyri{r—%7i—1} )
qgexpa,d _ qexpayd _ Joexpagd _ JoTpnexpayd
fea= Tph oy d Hy= r, o M= ayd Hy= T ’
Anhang 3: Bei der Losung des Gleichungssystems (3.2), (3.3)
wird die Zeitachse 7 in Abschnitte der Liange 7; ein-
Losungsverfahren geteilt. Man rechnet dann die Losungen y(z), z(7) je-

Fiir die numerische Berechnung ist der Ubergang
auf normierte Funktionen zweckmaflig. Wir fiihren ein:

t=t/Tpn, ti=Ti/Toh,
B _ (Apd\%: T.
y@) =K. J. @), K+_( 22) =, B
_ _ (Apd\*% Tohoed
2(0) =K_J_(), K = (555 e
&, = Dielektrizitdtskonstante.
Dann entsteht folgendes Gleichungssystem:
5 X d .*
3(0) =2(7) (e +2(0) )+ K _ e‘;’ “{‘; i¥ (1) (3.2)
0
y(r) =z(1) —z(r—1i) . (3.3)
Die Anfangsbedingungen sind:
() =K “PRETG, 1y =0.  (3.4)
agd

19 A.v. Excer u. M. Steenseck, Elektrische Gasentladungen,
Springer-Verlag, Berlin 1934. — W. Bartnoromevczyx, Z.
Phys. 116, 235 [1940]. — P. M. Davipson, Phys. Rev. 99,
1072 [1955]; 103, 1897 [1956]; 106, 1897 [1956]. —

weils in einem Abschnitt aus und setzt fiir z(7 —7;) die
schon aus dem vorigen Abschnitt bekannte Funktion
z(7) ein. Auf diese Weise lassen sich die iiblichen Ver-
fahren zur Losung einer Differentialgleichung verwen-
den. Im allgemeinen ist man bei der Ausrechnung auf
numerische Verfahren angewiesen. So werden die in
Abschnitt 3 behandelten Beispiele mit der Methode der
schrittweisen Approximation von Runce-Kurra (For-
meln 2. Ordnung) berechnet. Es erweist sich als giin-
stig, dal} bei dieser Methode die Schrittweite A7 dem
Charakter der Losungen angepalit werden kann; bei
Beginn des Anstieges kann A7 relativ grol gew&hlt
werden, wahrend fiir den letzten steilen Anstieg ein
kleines A7 zweckmiBig ist.

Die folgende Tabelle enthélt die bei der Berechnung
benutzten Werte von F (Querschnitt der Entladung):

1, 4
28,6

| Abb.

2, 3 5 ‘
! F [em?]

10,5 100 I

Y. Mivosur, Phys. Rev. 103, 1609 [1956]. — P. L. Ausr,
Phys. Rev. 111, 671 [1958]. — J. Buser, Arch. Elektrot.
46, 190 [1961].



